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“El rfo estd a la vez en todas partes, en su origen y su desem-
bocadura, en la cascada, alrededor de la barca, en los rdpidos, en
el mar, en la montaia, en todas partes simultdneamente". HER-
MANN HESSE, Siddhartha.

El matematico suizo Dr. Helnrich Turer en el Cuaderno N2. 9 del Ins-
tituto Naclonai de Reaseguros de la Republica Argentina, ai referirse a la reserva
matematica, dice que se trata de una cuenta del pasivo en el baiance de la com-
pafila de seguros. En su totalidad pertenece a ios asegurados, qulenes pueden
haceria exlgible en cuaiquier momento. E! mismo autor dice, en otras palabras,
que la reserva matemética es un patrimonlo del asegurado administrado por el
asegurador o, sl se quiere, la reserva matematica est4 constituida por fondos an-
ticipados por los asegurados, para cubrir riesgos futuros.

En el mismo sentido, el Profesor José Gonzalez Galé cuestiona la deno-
minacién de ia reserva matematica, porque el término reserva suglere la idea de
un sobrante puesto aparte para cubrir contingencias Imprevistas que pueden
ocurrir o no. Este autor propone como denominaclén méas apropiada la de valo-
res de pdliza. Esta misma denominacion es empleada por el Profesor Eugenio
Levl en su Curso de Matematica Financiera y Actuarial.

La reserva, considerada como "valor de péliza", da una Idea mas amplia
de la aplicacion del concepto: ademas de calcularia para la confecciéon del ba-
lance, se puede calcular también como base para regular las relaclones entre
las partes en casos de resclsién o modificaclon del contrato.
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Respecto del procedimiento para su célculo, puede usarse alternativa-
mente el método prospectivo o el método retrospectivo, como en la generalidad
de las operaciones financieras. Por el método prospectivo, la reserva matemati-
ca se calcula como la diferencla entre los futuros compromisos de la asegurado-
ra y los futuros compromisos del asegurado, actualizados actuarlaimente a la fe-
cha de calculo. La valoracién retrospectiva, en cambio, plantea la reserva como
la diferencia entre los ingresos y los egresos de la aseguradora desde la fecha
inicial hasta el momento del célculo, capitalizados con la respectiva tasa técnica
de interés.

Relaclonado con el céiculo, es Interesante tener en cuenta lo que dice
el Dr. Helnrich Turler en el trabajo ya citado: existe un principio basico para la
matematica actuarial, llamado principio de equivalencia actuarial. En virtud de
este principio, el valor actual de las primas futuras, mas la reserva matematica,
debe ser igual al valor actual de los gastos en concepto de prestaclones.

Estos procedimientos de célculo estan pensados mas desde el punto
de vista de la aseguradora que del asegurado. El hecho de que la reserva mate-
matica puede entenderse como un patrimonio del asegurado administrado por
la aseguradora, nos suglere un procedimiento de céiculo alternativo, basado en
el concepto de ahorro o inversién actuarial. Este trabajo describe ese procedi-
miento, que permite llegar a expreslones recursivas generales, no solo dentro
de las operacicnes actuariales, sino también en relacldn con las operaciones
ciertas, a tal punto que, en esta materla, lo cierto puede ser considerado como
un caso particular de lo aleatorio.

El Profesor José Gonzélez Galé hace referencia al método de recurren-
cla o Método de Fouret atribuido al actuario francés Georges Fouret. Se trata de
una expresién recursiva analoga a las Incluidas por Eugenio Levi en su libro.
Nuestra propuesta, que suponemos original, se basa en la idea de la capitaliza-
cién actuarial. Creemos que ayuda no sdlo a comprender mejor el concepto de
reserva matematica, sino que echa luz sobre la generalidad de las operaciones
actuarlales.

A. La Capitalizacién actuarial
En Matematica Financlera resulta mas sencillo definir primero el factor

de capitalizacidn y luego, a partir de éste, el factor de actualizacién. No sucede
lo mismo en Matematica Actuarial: el primer paso es definir la actuallzacléon.



1. El factor de actualizacion

La operacién actuarial elemental es la del capital diferido en caso de
vida. Se trata de una prestaclén futura que sélo tendra lugar sl el eventual bene-
ficlario sobrevive a la fecha del vencimiento.

Sea un capital unitario, diferido por n afos, para una persona de edad
X, sujeto a la condicién de supervivencia. Su valor actual a la edad de origen x,
es una varlable aleatorla que puede tomar 2 valores: cero, sl la prestacion no
tlene lugar y v", factor de actualizacién unitarlo, en caso de supervivencla del
beneficlario. A estas dos posibllidades se aslgnan las respectivas probabi-
lidades: n q x Y np x. La esperanza matemdtica de esta varlable aleatorla, sim-
bolizada con p E x, resulta entonces:

Vi x+n Dx+n
nEx = Vv nPx = =
I x Dx

donde Ix y Ix+n son ordenadas de la funcién de supervivencia, a partir de una
cantidad inicial lo de individuos de edad cero, Ix es la cantidad de sobrevivientes
a la edad x. En tanto, Dx = v* Ix es un valor de conmutaclén incluido en las
tablas de mortalidad.

Si en lugar de una prestacion unitaria, el capital comprometido fuera C,
su valor actual serfa C veces mayor. En otras palabras, se aplica sobre el capital
C el factor n E &, factor de actualizacién actuarial.

Para el caso particular en que el diferimlento es por un afo, podemos
convenlr en simbolizar con Ey al factor de actualizaclon, dando por entendido el
subindice unitario. Nos parece oportuno revisar la denominaclén de estos fac-
tores. En tal sentldo, proponemos llamar a Ex factor de actualizaclén actuarlal y
a nEx, factor de actualizacién actuarial miltiple.

2. El factor de capitalizacion

Como en el caso de las operaciones clertas, el factor de capitalizaclén
es el valor recfproco del factor de actualizacién. En efecto, st Vo es el valor ac-
tual de V1, V1 es el capttal final de Vo:

4
Vo = V1 Ex Vi = Vo Ex

En consecuencia:



-1 Dx
Ex = —m— (1]
Dx+1

es el factor de capitalizaciébn actuarial. Para n afos, nES(1 es el factor de
capitalizacién mditiple.

Mientras el factor de actualizacién puede interpretarse clara y directa-
mente como una esperanza matemdtica, su reciproco, el factor de capitaliza-
clén actuarial, no puede ser interpretado a la luz del mismo concepto.

Con una tasa de Interés r, el factor de capltalizaclén para operaclones
clertas es (1 + r). Es posible dar al factor de capitalizaclén actuarlal una expre-
sién con la misma estructura.

3. La tasa actuarial

Sl la expresion [1] se escribe en términos de la funclon de superviven-
cia y del factor de actualizaclén:

A V‘IX (1 +f) IX
Ex = -
VT e Ix+1

Sl se tlene en cuenta la relaclén Ik = Ix+1 + dx, slendo dx la cantldad
de fallecidos entre las edades x y x + 1, y se cambia la notaclén del primer
mlembro:

(1 +r) (Ix+1 + dx)

1+ s8¢ =
I +1
dx
1+sx=(1+01 +
Ix+1
dx
Py =
I +1

T+sx=01+r(1+ P

El factor de capitalizacién actuarial tiene ahora la misma estructura for-
mal del factor de capitalizaclén para operaciones clertas. La tasa actuarial tiene
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dos componentes: una constante, la tasa de interés, y otra variable Px. Esta com-
ponente varlable puede ser denominada tasa de participacién: es el coclente
entre el nimero de fallecidos a la edad x y los sobrevivientes a la edad x + |.

La tasa actuarlal sx es siempre mayor que la tasa de Interés, desde que
la tasa de participacion es siempre positiva. A esta Ultima tasa puede dérsele
una sencilla interpretacion:

Al momento 0, Ix individuos de la misma edad, depositan cada uno, una
unidad monetaria. Al cabo del afno, el capital se Incrementa por los Intereses,
seguinlatasar:

I L+

0 1

El deposito Inicial y el correspondiente Interés de los dy fallecidos en el
afio, se distribuye entre los Ix + 1 sobrevivientes. Esta participacién es la segunda
componente de la tasa actuarial.

Tampoco ahora puede Interpretarse al factor de capitallzaclén actuarial
como una esperanza matematica. Es, en todo caso, el mejor de los dos posi-
bles resultados, cuando la recuperacién del capital est4 condiclonada a la super-
vivencla. Se puede plantear otra varlable aleatorla: se deposita una unidad mo-
netarla que al cabo del afio se Incrementara en la medida de la tasa actuarial, en
caso de vida, o se perdera totalmente en caso de muerte. Sea R esa varlable

aleatorla;

(1 + sx) 0
R
Px Qx

La esperanza matematica de los dos posibles resultados es:

Dx Ix+1
E(H)=(1+Sx)px= =147
Dx+1 I

el factor de capitalizaclén para operaciones ciertas. Es declr, la tasa de interés r
es el beneficio esperado entre ganar la tasa actuarial y perder el capital unitario
depositado.

Salvo para las primeras edades, la tasa de participacion es una funclén
creclente: el numerador crece y el denominador decrece con x. Dicho de otra
forma, con el pasar de los aflos habr4 méas para repartir entre cada vez menos
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sobrevivientes. Con la funcién de supervivencia de la Tabia de Mortalidad de
Mendoza 1980, de Antonlo Carim Martin, el siguiente cuadro muestra las tasas
actuarlales para distintas edades, en tanto por clento, asociadas a una tasa de

interés del 6% anual.

X Sx X Sx X Sx X Sx

0 9,67 25 6,14 50 7,01 75 13,42
1 6,35 26 6,15 51 7,10 76 14,05
2 6,17 27 6,17 52 7,19 77 16,22
3 6,07 28 6,18 53 7.28 78 17.63
4 6,04 29 6,19 54 7,39 79 17,63

604 30 6,21 55 750 80 18,70
6,04 31 623 56 7,63 81 20,13
604 32 625 57 7,76 82 21,59
6,04 33 6,27 58 791 83 2295
604 34 629 59 806 84 2456

OCO~NOYO

10 604 35 631 60 823 85 26,37
1 605 36 634 61 842 86 2814
12 605 37 636 62 862 87 30,09
13 606 38 639 63 883 88 32,19
14 606 39 643 64 907 89 3463

15 606 40 646 65 932 90 37,32
16 6,07 41 650 66 960 91 40,57
17 608 42 654 67 990 92 44,39
18 608 43 658 68 1022 93 49,13
19 6,09 44 6,63 69 1057 94 55,15

20 6,10 45 668 70 109 95 63,20
21 610 46 6,74 71 11,39 96 77,30
22 6,11 47 680 72 11,82 97 107,35
23 6,12 48 6,87 73 1231 98 223,81
24 6,13 49 694 74 1284 100 ®

Hasta la edad 8 la tasa es decreclente y crece a partir de esa edad: es
que para esa edad la funclén dy, numerador de la tasa de participacion, se mini-
miza.
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4. El factor de capitalizacion mditiple

El factor de capitalizacién para n afios, como valor reciproco del factor
de actualizacién resulta de dividir Dy por Dx+n. Puede pensarse en un factor
anual equivalente, es decir, que aplicado n veces produzca el mismo resuitado:

" Dx
nEx = = (1 + Sx,n)n
Dx+n
Dx Dy Dx+1 Dy +2 Dx +n-1
Dx+n Dx+1 Dx +2 Dx+3 Dx +n

(1 +8) (1 +8x+1) (1 +5x+2)... (1 + 8x+n1) = (1 + sx,n)"

El factor (1 +8xn) es, entonces, la media geométrica de los factores
periédicos (1 + 8y +k), en tanto 8y es la tasa actuarlal promedio. Para la edad
X = 20y conn = 10, la tasa promedio resulta:

0,1

D20
$20,10 = |— -1 =0,0614

D30

con el 6% anual de interés y la tabla de mortalidad ya citada. Parala edad
x = 80y el mismo valor de n, la tasa promedio resulta significativamente mayor:

0,1
Dso

$60,10 = -1 =0,0928

Dro
B. Reserva matematica
para un capital diferido

Sea C un capital diferido por n afios que se contrata mediante el pago
de n primas adelantadas. El valor de la prima pura anual resulta:
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Dx+n
P=C —— 2]
Nx - Nx +n

La reserva matematica, calculada por el método prospectivo, al cabo
del primer afio resulta de restar el compromiso futuro de la aseguradora, el com-
promiso futuro del asegurado, actualizados:

Vi =C n-1Ex+1-P n1ax+1

, donde n.18x+1 es el factor de actualizacién de una renta adelantada de n-1
términos, a la edad x + 1. Si se expresa el capital en funci6n de la prima, segin
la [2]:

Nx-Nx+n Dx+n Nx+1‘Nx+n
Vi=P -P
Dx+n Dx+1 Dx+1
Nx - Nx+1 Dx
Vi=P =P = P(1+sy
Dx+1 Dx+1

Al final del segundo afio, la reserva acumulada es:

Nx - Nx +n Dx +n Nx+2 - Nx+n
V2=P -P
Dx +n Dx +2 Dx+2
Nx - Nx+2 Dx + Dx+1 I—Dx Dx +1 Dx+1
V2 =P- =P =P
De+2 Das2 [Dx+1 Detz  Dxsa ]

V2 = [P (1 +sx) + P] (1 + sx+1)
La segunda reserva puede ser expresada en funclén de la primera:
V2 = (Vi + P) (1 + sx+1)
En forma andloga, las reservas sucesivas se expresan:
Vi =(V2+P)(1 + sx+2)
Va= (V3 +P) (1 + sx+3)

Se puede generalizar la expresion recursiva de la reserva:

Vk+1 = (Vk + P) (1 +8x+¥k) [3]
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Como la tasa actuarlal es siempre positiva, la reserva matematica en
este caso es siempre creciente.

Resulta interesante comparar la [3] con la expresién recursiva del capi-
tal final de una renta clerta adelantada:

Ac+t1=(Ak +c)(1 +1)

Con el mismo término, esto es, la cuota de la renta clerta Igual a la
prima de la reserva, la capitalizaclén actuarial es mayor porque la tasa actuarial
es mayor que la tasa de Interés. El siguiente cuadro muestra la evolucion de la
renta clerta y de la reserva, para una misma tasa de Interés del 6% y con la
misma tabla de mortalidad en la que nos apoyamos. Para hacer mas completa
la comparacién, se consideran dos edades: 20 y 60 afos, para un capital dife-
rido de 1.000 unidades monetarias, pagadero mediante 10 primas anuales.

X =20 X = 60
k Reserva Renta k Reserva Renta
cierta clerta
1 75,27 75,21 1 63,18 61,87
2 155,16 154,93 _2 131,78 127,46
3 239,93 239,43 3 206,53 196,98
4 329,91 329,00 4 288,31 270,67
5 425,44 423,95 5 378,11 348,78
6 526,88 524, 59 6 477,18 431,58
7 634,63 631,28 7 586,95 519,35
8 749,09 744,36 8 709,18 612,38
9 870,72 864,23 9 846,01 710,99
10 1000,00 991,29 10 1000,00 815,52

Como era de esperar, la diferencia es mds significativa para edades
mayores: la tasa actuarlal es creclente con respecto a la edad. Para la edad 20,
la capltalizacién actuarial supera a la renta clerta en poco menos del 0,9%; para
los 60, la diferencia es superlor al 22%.

C. Renta temporaria con prima Unica

Sea ¢ el término de una renta vitalicla venclda, temporaria por n afos,
que se contrata mediante el pago de una prima unica U. Este pago tnico resulta:
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Nx+1-Nx+n+1
U=c¢c [4]
Dx

La reserva matematica, calculada por el método prospectivo, resulta, al
cabo del primer afio:

Vi=2C nitdx+1

donde n-1ax+1 es el factor de actualizacion de una renta vencida de n-1
términos a la edad x+ 1. Sl se expresa la cuota en funcién de la prima Unica,
tenlendo en cuenta la [4]:

Dy Nx+2-Nx+n+1
Vi=U
Nx+1-Nx+n+1 Dx +1
Nx+1-Nx+n+1-Dx+1 Dx
Vi=U
Nx+1-Nx+n+1 Dx +1
Dx+1 Dx
Vi=U [1-
Nx+1-Nx+n+1 Dx +1

Vi=U(Q +sy)-c¢C

En forma andloga, puede plantearse el célculo de la reserva matematica
acumulada hasta el segundo adio:

Dyx Nx+3-Nx+n+1

Vo =U
Nx+1-Nx+n+1 Dx+2

Nx+1-Nx+n+1-Dx+1-Dx+2 Dx Dx+1

Va2 =U
Nx+1-Nyx+n+1 Dx+1 Dx+2
Dx+1 + Dx+2 Dx Dy +1
Va2 =U[1-
Nx+1-Nx+n+1 IDx+1 Dx+2
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Vo= Ul +s)(1 +sxs+1)-C(1 +sx+1)-C

V2=[U(1 +sx)-c](1 + Sx+1)-C
Va=Vi(1 + sx+1)-C

No es dificil demostrar que los sucesivos niveles de reserva acumulada
pueden expresarse:

Va =Va(l + sx+2)-C

Va =V3(1 + sx+3)-¢C
lo que permite generalizar la expresién recursiva de la reserva:

Vik+1 = w (1 + sx+k)-C (s}

También aca resulta interesante comparar la expresiéon [5] con la
evoluclén del saldo en las rentas clertas. Si se deposita un capital V, a una tasa
de Interés r, de modo que se agote con n extracciones iguales a ¢, el saldo del
capital evoluciona segun la expresion:

Vk+1 =Vk(1 +1)-¢C

andloga a la expresién recursiva de la reserva. Como una y otra valuacién se ha-
cen con tasas distintas, uno de los pardmetros debe ser distinto: sl la inversién
Inicial es la misma y se toma el mismo término para las dos rentas, el capital de
la renta clerta se agota antes que el de la renta vitallcla; alternativamente, con la
misma Inversl6n Inicial, para que las dos rentas tengan la misma temporariedad,
el término de la renta clerta debe ser menor que el término de la renta vitalicia.
Que estas diferenclas sean significativas o no, depende de la edad: para edades
mayores, la tasa actuarial es significativamente mayor que la tasa de interés.

Sl a los 60 afios se contrata una renta vitalicla de 1.000 unidades mone-
tarlas, temporarla por 10 afos, resulta una prima tnica de 6.187. Sl esa misma
cantidad se Invierte por el mismo tlempo en una renta clerta, el término de la
renta se reduce a 840 unidades monetarlas. Estos valores han sido calculados
con la tabla de mortalidad ya citada, al 6% anual.

D. Lareserva en la renta diferida

Se ha visto en primer término la capitalizacién de la renta vitalicla para
alcanzar un determinado capital diferido. En segundo término, se ha planteado
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la actualizacién de una renta vitalicia para determinar la prima dnica. La valora-
cién de la reserva matematica de una renta diferida resulta de combinar los dos
casos analizados.

Sea una renta vitalicla de término J, diferida por m afios, que se con-
trata medlante el pago de una renta vitalicla de término P, temporarla por h
afios. En los h primeros afios, mientras se paga la prima P, la reserva matemati-
ca evoluclona como en el primer caso analizado, tomando como capltal diferldo
la prima pura Unica para una renta inmediata a la edad x +m. A partir de la ex-
presién [3]:

Vk+1 = (Vik + P) (1 +sx+k) parak < h [6]

Para el tiempo de vigencia material de la renta de término J, la reserva
Vm se va agotando periédicamente como en el segundo caso analizado. De
acuerdo con la expresién [5]:

Vm+1 =Vm (1 + Sx+m) -J

que puede generalizarse escribiendo:

Vk+1 =Vk(1 + sx+k)-J desdek =m (7]

De la consideracién simultanea de la [6] y la [7], puede proponerse una
expresion mas general aln:

Vk+1 = (Vk + P) (1 +sx+k) -J

con el sigulente campo de validez: para k mayor que h, P vale cero; para k
menor que m, J vale cero.

E. La reserva en el seguro sobre la muerte

Sea un seguro de vida entera, de capital C, para una persona de edad
x. Sl se contrata mediante el pago de h primas, el Importe de cada prima resulta:

Mx
P=C —— [8]
Nx - Nx+h

donde My es la suma de dk v"*‘, desde k = x hasta la (ltima edad de la tabla
de mortalidad. Al cabo de un afio, la reserva matematica, calculada por el méto-
do prospectivo, es:
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V =CAx+1-Phiax+1

Con Ay se simboliza el tactor de actualizaclon del caphtal asegurado. Si
se expresa el capltal en funcién de la prima, a partir de la [8]:

Nx -Nx+h  Mx+1 Nx+1-Nx+h
Vi=P -P
My Dx+1 Dy +1

Como Nx+1 = Ny - Dx y Myxs+1 = Mx - Cx, la reserva puede ex-
presarse:

Vi=P 1-
Dx Mx

Sl la prima del primer término se expresa en funcién del capital asegu-
rado, tenlendo en cuenta ia [8]:

NX'Nx+h Cx Dx
-1 +P

Dx+1

Cx VDyx - Dx +1
= P(1 +s¢) - C
Dx+1 Dx+1

Vi=P(1 +sx)-C

dx

Vi=P(1 +s¢)-C

Ix+1

La reserva matemética dos afios después de contratado el seguro,
razonando andlogamente, resulta:

Nx - Nx+2 Mx +2 Nx+2-Nx+h

V2 =P -P
Mx Dx+2 Dx+2
Nx - Nx+h Cx + Cx+1 Dx + Dx+1
V2=P 1- -1]+ P
Dx+2 My Dx+2
Dx + Dx+1 Cx + Cx+1
V2 =P -C

Dx+2 DX+2
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i dx O +1
V2 = P[(1+Sx)(1+5x+1) + (1+Sx+1)] —C[ (1+sx+1) + ]

Ix+1 Ix+2

dx dx+1
V2a=|P(1 +sx)-C + P[(1 +sx+1)-C
Ix+1 dx+2
dx+1
V2= (V1 +P)(1 +sx+1)-C
Ix+2
No es dificil demostrar, andlogamente, que:
dx+2
Va=(V2+P)(1 + 5¢+2)-C———
Ix+3
dx+3 -
Va= (V3 +P)(1 + sx+3)-C——
Ix+4

lo que permite generalizar la expresién recursiva de la reserva matemética para
el seguro sobre la muerte:

dx +k
Vik+1 = (Vk + P) (1 + sx+k)-C
Ix+k+1

En el Ultimo término, el capital asegurado esta multiplicado por la tasa
de participaciéon Py +k:

Vk+1 = (Vk + P) (1 + sx+k) - C Rk E)]

En este caso, la participacién de los supervivientes es doble: tienen una
participacion positiva por medio de la tasa actuarial, en la reserva anterior, la lti-
ma prima y los Intereses, correspondientes a los dx+k fallecidos en el afio;
tlenen una particlpaclén negativa, en la medida de la tasa px+k en las dx+k In-
demnizaclones iguales a C.
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Esta expresion recursiva de la reserva matematica es lo suficlentemente
general como para aplicarla a cualquier tipo de seguro sobre la muerte.
Supdngase, como caso mas complejo, el de un seguro diferido por m afos,
temporario por n, que se paga mediante h primas, con h mayor que m, pero
menor que m+ n, naturaimente. La vigencia formal del seguro puede descom-
ponerse en tres segmentos:

(a) (b) (c)

X+m x+h X+m+n

x

En el segmento (a) no hay indemnizaclones. En consecuencia, la reser-
va es:

Vik+1 = (Vk + P) (1 + sx+Kk)

En el segmento (c) no se pagan primas; la reserva resulta:

dx +k
Vk+1 =Vk(1 + sx+k)-C
Ix+k+1

Finalmente, en el segmento (b). con primas e indemnizaclones, se da la
situacion mas general, a la que es aplicable Ia expresién [9].

F. La ecuacién en diferencia

Es importante el aporte del Profesor Antonlo Carim Martin cuando
desarrolla en forma elegante y rigurosa la Matematica Financlera en términos de
las ecuaciones en diferencla. En un trabajo suyo del aflo 1965, lamentablemente
Inédito, encontramos la soluclon de una ecuaclén en diferencla que puede resol-
ver la expreslon recursiva de la reserva matematica. Se trata de la ecuacién
lineal de primer orden, con coeficientes varlables y es de la forma:

Yk+1 -8k Yk = Qg

a cuya soluclon general se liega sin mayores dificultades:
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k-1 g;
Yk =Uk| Yo+ ¥
j=0  u+1

[10]

donde uk es una funcién de los coeficlentes variables:

k-1
w= T 3g [11]
=0

Para el caso particular que nos ocupa, la expresién de la solucién ge-
neral se simplifica. En algunas expreslones recursivas de la reserva matematica,
gk es una constante: es el caso de una renta vitalicia pagada con prima Unica,
que, desde el punto de vista practico, no constituye el caso mas interesante. Es
més particular ain el caso en que gk es nula: antes de la vigencia material de
una renta vitalicia 0 de un seguro sobre la muerte, ambos diferidos, cuando el
asegurado ha cumplido todos sus compromisos.

Se ha visto que la expresidn recursiva general para todos los seguros
sobre la muerte es de la forma:

Vk+1 = (Vk + P) (1 + sx+k) -C Px+k

Y es general no sélo con relacién al tipo de seguro, sino también res-
pecto al estado de desarrollo del contrato: si el seguro se paga con una renta
temporaria, cuando ésta concluye, la expresién vale anulando P; si el seguro es
diferido, antes de la vigencla material, la expresion vale anulando C. Sin embar-
go esto es asl s6lo cuando se trata de vincular dos valores consecutivos de la
reserva. Si se qulere resolver la ecuaciéon en diferencla, se tropieza con la restric-
cién del comportamiento no homogéneo de la evolucién de la reserva. En un se-
guro diferido por 20 afios, que se promete pagar con 10 primas, durante los 10
primeros afios la reserva crece por la capitalizacién actuarlal y por las primas;
durante los siguientes 10 afios, la reserva crece s6lo por la capitalizacién; a par-
tir de los 20 ainos, 1a reserva decrece, como si se estuviera amortizando el saldo
de una deuda. Sin embargo, este comportamiento diferente por tramos, no
hace necesario tener que definir una ecuaclén en diferencia para cada tramo. La
soluclén de la ecuacién para el seguro de vida entera se puede adecuar facil-
mente a los otros tipos de seguros, tomando como valor Inicial de la funcién, ef
valor final del tramo anterior como se vera mas adelante.

Hay un caso en que el comportamiento es el mismo: cuando la vigencia
materlal de las primas coincide con la vigencla material del seguro. Por ejemplo,
en un seguro de vida entera, pagado con una renta vitalicla ilimitada. Anali-
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zaremos este caso, planteando la ecuaclon en diferencla y buscando la respec-
tiva solucién. En el caso que nos ocupa, gk es una funcién lineal de la forma:

gk= aak + 8B

En consecuencla, el argumento de la sumatoria de la soluclén general
toma la forma:

a g B a B

+ = +
+1 Uj+1 Uj Uj+1

Estas expresiones se simplifican si se particulariza la expresion de u.
En todas las expreslones recursivas de la reserva matematica, el coeficlente ax
es el factor de capitallzacién actuarlal. Si se tlene en cuenta la [11], uk es un fac-
tor de capltalizaclén miuiltiple de ta forma:

Dx

Uk =
Dx+k

con lo que el argumento de la sumatorla de la soluclén general resuita:
a B Dx +j Dx+j+1

+ =q + B
u Uj+1 Dx Dx

La sumatoria se expresa, entonces:

k1 g Nx - Nx+k N+ 1-Nx+k+1
z = a + B
=0 u+1 Dx Dx

Como ademas el valor Iniclal de la reserva matemética es nulo, de la
aplicaclén de la expreslén [10] resulta:

+ B

Dx Nx - Nx+k Nx+1-Nx+k+1
a
Dx Dx
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a kax + B kax
Vk = (12]
kEx

Los coeficlentes @« y B resultan de dar a la expresién recursiva la forma
candnica de la ecuacién en diferencia:

Vik+1-(1 + sx+k) Vk = P (1 + sx+k) -C Px+k-C + C
=P (1 +sx+k)-C(1 + Pysi) + C
=P (1 +sx+k)-CVv(1 + sx+k) + C
Vk+1-(1 + sx+k)Vk = P-CV) (1 + sx+k) + C
La expresién final se obtiene reemplazando en la [12] los valores de ' Yy
(P-Cv)kax + Ckax

Vk = [13]
kEx

Para los otros tipos de seguro puede adecuarse la solucién general. Pa-
ra ello, basta tener en cuenta lo que dice la Profesora Marfa Juana Frare de Cac-
claguerra en su trabajo "Las primas equivalentes", incluido en los Anales de las
IX Jornadas Naclonales de Matemética Financlera: la reserva matemaética en el
perfodo k es la prima pura Unica para contratar una operacién con las mismas
caracterfsticas, a la edad x+k, si se ha cumplido con el pago de todas las
primas. Si un seguro diferido por m afos, que se paga con h primas, con m
mayor que h, el comportamiento de la evolucién de la reserva es distinto en los
tres tramos:

Vm

Vh

0 0

X Xx+h X+m

Para los h primeros afos, vale la expresién [13], anulando C. Para el
segundo tramo, comprendido entre los perfodos h+ 1 y m, debe sumarse en el
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numerador de la [13] la reserva Vi, como valor inicial de la funcién, camblando
la edad de contratacién x por x+h y anulando P y C. En el tercer y Uitimo
tramo, debe tomarse como valor Inicial de ta funcion la reserva Vm, habra que
cambiar la edad de contrataclon x porx + my anular la prima P.

A todas las rentas vitalicias es apiicabie la soiucién general de la misma
ecuacién en diferencla. Si una renta de término J, diferida por m arios, se con-
trata mediante el pago de m primas P, es aplicable la [12] haclendo « Igual a P
y B lgual a J. El comportamiento de la reserva no es el mismo antes que
después del periodo m. Hasta el perfodo m, el valor Iniclal de la funclén es nulo
y debe anularse J. En el segundo tramo el valor iniclal de la funclén es la reser-
va Vm, deblendo anularse P y habré que sustitulr la edad x por la edad x+m.



